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Tytuª projektu: Strategie semi - kooperatywne w grach ró»niczkowych

modelujacych problemy marketingowe

dr hab. S.Plaskacz (matematyka) + prof. dr hab. T.Kufel (ekonomia)

Cel matematyczny

Wyznaczenie strategii semi - kooperatywnych dla gry ró»niczkowej

opisuj¡cej duopol.

Cele po±rednie:

wyznaczenie ukªadu równa« opisuj¡cego funkcj¦ warto±ci

odpowiadaj¡cej strategii semi - kooperatywnej,

rozwi¡zanie uzyskanego ukªadu metodami numerycznymi.
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Cele ekonomiczne

Estymacja modelu dynamicznego opisuj¡cego zachowanie producentów

na rzeczywistym rynku konkurencyjnym.

Wyznaczenie semi - kooperatywnych strategii marketingowych �

zasotosowanie wiedzy zdobytej w cz¦±ci matematycznej.

Skonfrontowanie empirycznych wyników ze stosowan¡ przez graczy

strategi¡ marketingow¡.

Joanna Zwierzchowska (WMiI) Strategie semi - kooperatywne 09.09.2015 3 / 19



Wiadomo±ci wst¦pne � gry dwuosobowe

Gra G = (J1, J2) : S1 × S2 → R2.

Wypªaty Ji (u1, u2), i = 1, 2 � funkcje zysku.

Cel graczy: Znalezienie strategii maksymalizuj¡cej zysk.

Problem: funkcja wypªaty ka»dego z graczy � Ji (u1, u2) � zale»y od

strategii gracza oraz strategii przeciwnika.
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Równowaga Nasha

(s∗1 , s
∗
2 ) ∈ S1 × S2 � Równowaga Nasha, gdy

J1(s1, s
∗
2 ) 6 J1(s∗1 , s

∗
2 ) i J2(s∗1 , s2) 6 J2(s∗1 , s

∗
2 )

dla dowolnej dopuszczalnej pary strategii (s1, s2) ∈ S1 × S2.

Optimum Pareto

(s∗1 , s
∗
2 ) ∈ S1 × S2 � Optimum Pareto, je±li nie istnieje dopuszczalna

multistrategia (s1, s2) ∈ S1 × S2 taka, »e

J1(s1, s2) > J1(s∗1 , s
∗
2 ) i J2(s1, s2) > J2(s∗1 , s

∗
2 ).
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Ilustracja

Rozwa»my nast¦puj¡c¡ gr¦ macierzow¡ G � Dylemat Wi¦¹nia:

Z W

Z (1, 1) (3, 0)

W (0, 3) (2, 2)

Równowaga Nasha (jedyna):

G (Z ,Z ) = (1, 1),
Pareto Optimum (sprawiedliwe):

G (W ,W ) = (2, 2).
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Duopol

x(t) := x1(t) ∈ [0, 1] � udziaª w rynku pierwszej �rmy w chwili t ∈ [0,T ],
1− x(t) =: x2(t) � udziaª w rynku drugiej �rmy w chwili t,
u1(t) > 0, u2(t) > 0 � wydatki, jakie ponosz¡ na reklam¦ odpowiednio

�rma pierwsza i druga w chwili t.

Model Bressana - Shen: Model Lanchestera:
ẋ(t) = x(t)(1− x(t))(u1(t)− u2(t)) ẋ(t) = u1(t)(1− x(t))− u2(t)x(t)

Warunek pocz¡tkowy:

x(τ) = x0 ∈ [0, 1].

Ogólna dynamika: ẋ = f (x) + φ(x)u1 + ψ(x)u2.
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Funkcje zysku

Ji (τ, x0, u1, u2) := gi (xi (T ))−
∫

T

τ
hi (x , ui (t))dt,

↗ ↖

zysk �rmy w koszty poniesione

−
chwili ko«cowej T w caªym okresie

Zaªo»enia:

gi � dodatnia funkcja rosn¡ca,

hi � funkcja gªadka, ±ci±le wypukªa ze wzgl¦du na ui .

Joanna Zwierzchowska (WMiI) Strategie semi - kooperatywne 09.09.2015 8 / 19



Przeformuªowanie problemu - strategie typu feedback

Dynamika: ẋ = f (x , u1, u2), warunek pocz¡tkowy: x(τ) = x0, funkcjonaªy

zysku: (J1, J2)

↓
strategie �optymalne�: u∗(x , p1, p2)

↓

Przy pewnych zaªo»eniach o regularno±ci, funkcja warto±ci V = (V1,V2) =
= (J̃1, J̃2) speªnia ukªad równa« Hamiltona - Jacobiego:{

(V1)t + H1(x , (V1)x , (V2)x) = 0

(V2)t + H2(x , (V1)x , (V2)x) = 0

{
V1(T , x) = g1(x1(T ))
V2(T , x) = g2(x2(T ))

(*)

Zamiana problemu z warunkiem pocz¡tkowym i funkcj¡ wypªaty na

problem z warunkiem ko«cowym.
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Optymalno±¢ � w jakim sensie?

Funkcjonaªy natychmiastowego zysku:
Yi (x , p1, p2, u1, u2) = pi · (f (x) + φ(x)u1 + ψ(x)u2)− hi (x , ui ).

Równowaga Nasha: u∗
i

(x , p1, p2) = uN
i

(x , p1, p2)
Uwaga: x ∈ U ⊂ R - ukªad (*) jest dobrze
postawionym problemem tylko gdy V ′

1
V ′
2
> 0!

Strategie semi-kooperatywne (bazuj¡ce na kryterium Pareto optymalno±ci)
� Bressan, Shen (2004):

(uP
1

(x , p1, p2, s), uP
2

(x , p1, p2, s)) = arg max
(u1,u2)

Ys(x , p1, p2, u1, u2)

gdzie Ys = sY1 + Y2 oraz s > 0 (problem: jednoznaczno±¢ wyboru!)

Strategie semi - kooperatywne: usi (x , p1, p2) = uPi (x , p1, p2, s(x , p1, p2)),

dla pewnej funkcji s(x , p1, p2).
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Gªówny wynik

Twierdzenie

1 s = s(x , p1, p2) � funkcja gªadka (racjonalnie uzasadniony wybór

sterowania Pareto - optymalnego przy ustalonych x , p1, p2),

2 gracze stosuj¡ strategie semi - kooperatywne: (us1, u
s
2),

3 (p1, p2) nale»y do otwartego zbioru Ω ⊂ R2m.

Je±li zachodz¡ powy»sze warunki, to ukªad (*) jest sªabo hiperboliczny

na Ω.

W sytuacji jednowymiarowej przestrzeni stanu (m = 1), ukªad (*) jest ±ci±le

hiperboliczny poza trzema krzywymi na pªaszczy¹nie (p1, p2).
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Hiperboliczno±¢ � istotno±¢

Duopol � przestrze« stanu jest jednowymiarowa (m = 1).

Warunkiem niezb¦dnym do uzyskania istnienia i jednoznaczno±ci

rozwi¡zania ukªadu Hamiltona - Jacobiego jest jego ±cisªa hiperboliczno±¢.

Wniosek:

U podstaw jakichkolwiek prób rozwi¡zywania uzyskanych ukªadów

metodami numerycznymi musi le»e¢ conajmniej ±cisªa hiperoliczno±¢

rozwa»anego ukªadu.
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Jednoznaczno±¢ strategii semi - kooperatywnych

us
i
(x , p1, p2) = uP

i
(x , p1, p2, s(x , p1, p2)), i = 1, 2.

s(x , p1, p2) � dla ustalonego x , p1, p2 wskazuje �stopie« kooperacji�.

1. racjonalno±¢ wyboru: Y P

i
(s) > Y N

i
dla i = 1, 2.

2. jednoznaczno±¢ wyboru � warunek �sprawiedliwy� (Bressan, Shen (2004)):

Y1(x , p1, p2, u
P

1
, uP

2
)− Y1(x , p1, p2, u

N

1
, uN

2
) =

= Y2(x , p1, p2, u
P

1
, uP

2
)− Y2(x , p1, p2, u

N

1
, uN

2
).

2. Para (Ỹ P
1
, Ỹ P

2
) jest rozwi¡zaniem Nasha problemu przetargowego

(Nash, 1950), gdy

(Ỹ P

1
− Y N

1
)(Ỹ P

2
− Y N

2
) > (Y P

1
(s)− Y N

1
)(Y P

2
(s)− Y N

2
)

dla ka»dego (Y P
1

(s),Y P
2

(s)).
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1
, Ỹ P
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Ilustracja

kryterium B&S Y P

1
(s)− Y N

1
= Y P

2
(s)− Y N

2
.

warunek Nasha: s(x , p1, p2) = argmax
s>0

{(Y P

1
(s)− Y N

1
)(Y P

2
(s)− Y N

2
)}
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Zastosowanie

Dynamika (model Lanchestera) i funkcjonaªy zysku:

ẋ = u1(1− x)− u2x , Ji = xi (T ) +

∫
T

0

(
xi −

1

2
u2i

)
dt,

Funkcjonaªy natychmiastowego zysku:

Yi (x , p1, p2, u1, u2) = pi (u1(1− x)− u2x) + xi −
1

2
u2i , i = 1, 2.

Strategie Pareto - optymalne:

uP1 = (p1 +
1

s
p2)(1− x), uP2 = −(sp1 + p2)x .

Korzystaj¡c z kryterium Nasha szukana funkcja s to:

s(x , p1, p2) =

(
p2(1− x)

p1x

) 2
3

.
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Dyskretny model Lanchestera � dotychczasowe
badania

x(t)− x(t − 1) = k1u1(t)(1− x(t − 1))− k2u2(t)x(t − 1),

Równowaga Nasha w p¦tli otwartej i w p¦tli zamkni¦tej -

1 badabnie rynku Coca-Cola vs Pepsi-Cola:

sko«czony horyzint czasowy: Wang i Wu (2001);
niesko«czony horyzont czasowy: Chintagunta i Vilcassim (1992);

2 Wang i Wu (2001) - wykorzystanie do badania rynku papierosów

(Marlboro vs Winston), piwa (Anheuser-Busch vs Miller).

Dopeªnienie bada«: rozwi¡zanie problemu Coca-Cola vs Pepsi-Cola za

pomoc¡ strategii semi - kooperatywnych.
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Wyniki dodatkowe

1 Strategie semi - kooperatywne dla :

gier bimacierzowych,
3-osobowych gier macierzowych � artykuª pt. �Smale type strategies
which provide a strong Nash equilibrium in repeated games for 3
players� (wysªany do publikacji, lipiec 2015);

2 Geometryczna klasy�kacja gier bimacierzowych, bazuj¡ca na

wªasno±ciach topologicznych obraców wypªat.
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