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Tytut projektu: Strategie semi - kooperatywne w grach rézniczkowych
modelujacych problemy marketingowe

dr hab. S.Plaskacz (matematyka) + prof. dr hab. T.Kufel (ekonomia)

Cel matematyczny

Wyznaczenie strategii semi - kooperatywnych dla gry rézniczkowe;j
opisujacej duopol.

Cele posrednie:

@ wyznaczenie uktadu réwnan opisujacego funkcje wartosci
odpowiadajacej strategii semi - kooperatywnej,

@ rozwigzanie uzyskanego uktadu metodami numerycznymi.
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Cele ekonomiczne

o Estymacja modelu dynamicznego opisujacego zachowanie producentéw
na rzeczywistym rynku konkurencyjnym.

@ Wyznaczenie semi - kooperatywnych strategii marketingowych —
zasotosowanie wiedzy zdobytej w czesci matematycznej.

@ Skonfrontowanie empirycznych wynikéw ze stosowana przez graczy
strategia marketingowa.
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Wiadomosci wstepne — gry dwuosobowe

Gra G = (J1,J2) : 51 X 52 — R2.
Wyptaty Ji(u1, u2), i = 1,2 — funkcje zysku.

Cel graczy: Znalezienie strategii maksymalizujacej zysk.

Problem: funkcja wyptaty kazdego z graczy — Ji(u1, up) — zalezy od
strategii gracza oraz strategii przeciwnika.
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Réwnowaga Nasha
(s7,s3) € 51 x 52 — Réwnowaga Nasha, gdy
J1($1,$;) < Jl(sikasék) I J2(5f752) < Jz(sik’S;)

dla dowolnej dopuszczalnej pary strategii (s1,52) € S1 X Ss.
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Réwnowaga Nasha
(s7,s3) € 51 x 52 — Réwnowaga Nasha, gdy
J1($1,$;) < Jl(sikasék) I J2(5f752) < Jz(sikas;)

dla dowolnej dopuszczalnej pary strategii (s1,52) € S1 X Ss.

Optimum Pareto

(s7,s3) € S1 x So — Optimum Pareto, jesli nie istnieje dopuszczalna
multistrategia (s1,52) € 51 X S, taka, ze

J1($1,52) Z Jl(Sik,S;) i J2(51,52) 2 J2(5ik,5§).
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llustracja

Rozwazmy nastepujaca gre macierzowa G — Dylemat Wieznia:

Z w
Z |(1,1) | (3,0)
W (0,3) | (2,2)
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llustracja

Rozwazmy nastepujaca gre macierzowa G — Dylemat Wieznia:

&

Z w

Z |(1,1) | (3,0)
W (0,3) | (2,2)

G(Z,Z)=(1,1), "
Pareto Optimum (sprawiedliwe):
G(W,W)=(2,2).
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Duopol

x(t) :=x1(t) € [0,1] — udziat w rynku pierwszej firmy w chwili ¢t € [0, T],

1 —x(t) =: x2(t) — udziat w rynku drugiej firmy w chwili ¢,

ur(t) > 0,up(t) >0 — wydatki, jakie ponosza na reklame odpowiednio
firma pierwsza i druga w chwili ¢t.
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Duopol

x(t) :=x1(t) € [0,1] — udziat w rynku pierwszej firmy w chwili ¢t € [0, T],

1 —x(t) =: x2(t) — udziat w rynku drugiej firmy w chwili ¢,

ur(t) > 0,up(t) >0 — wydatki, jakie ponosza na reklame odpowiednio
firma pierwsza i druga w chwili ¢t.

Model Bressana - Shen: Model Lanchestera:

x(t) = x(£)(1 — x()) (ur(t) — wa(t)) x(t) = v (£)(1 — x(t)) — ua(t)x(t)

Warunek poczatkowy:
x(1) = x0 €]0,1].

Ogélna dynamika: x = f(x) + ¢(x)u1 + Y (x)u2.
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Funkcje zysku

T
Ji(m, x0, u1, u2) = gi(xi(T)) — / hi(x, ui(t))dt,

/! N
zysk firmy w koszty poniesione
chwili koficowej T w catym okresie
Zatozenia:
gi - dodatnia funkcja rosnaca,

h; — funkcja gtadka, scisle wypukta ze wzgledu na u;.
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Przeformufowanie problemu - strategie typu feedback

Dynamika: x = f(x, u1, u2), warunek poczatkowy: x(7) = xo, funkcjonaty
zysku: (J1, )

!

strategie ,,optymalne”: u*(x, p1, p2)

!
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Przeformufowanie problemu - strategie typu feedback

Dynamika: x = f(x, u1, u2), warunek poczatkowy: x(7) = xo, funkcjonaty
zysku: (J1, )

!

strategie ,,optymalne”: u*(x, p1, p2)

!

Przy pewnych zatozeniach o regularnosci, funkcja wartosci V = (V, V) =
(Jl, Jz) spetnia uktad réwnan Hamiltona - Jacobiego:

{ (V1)e + Hi(x, (V1)x, (V2)x) = 0 { V(T x) =g1(a(T))
(Vg)t + HQ(X, (V].)X7 (V2)X) =0 V2(T7X) = gg(XQ(T))

Zamiana problemu z warunkiem poczatkowym i funkcja wyptaty na
problem z warunkiem koAcowym.
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Optymalno$é — w jakim sensie?

Funkcjonaty natychmiastowego zysku:
Yi(x, p1, p2, un, u2) = pi - (f(x) + d(x)ur + U(x)u2) — hi(x, uj).

Réwnowaga Nasha: u}(x, p1, p2) = uM(x, p1, p2)
Uwaga: x € U C R - ukfad (*) jest dobrze
postawionym problemem tylko gdy V{Vj > 0!
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Optymalno$é — w jakim sensie?
Funkcjonaty natychmiastowego zysku:
Yi(x, p1, p2, u1, u2) = pi - (F(x) + ¢(x)ur + ¥(x)u2) — hi(x, u;).

Réwnowaga Nasha: u}(x, p1, p2) = uM(x, p1, p2)
Uwaga: x € U C R - ukfad (*) jest dobrze
postawionym problemem tylko gdy V{Vj > 0!

Strategie semi-kooperatywne (bazujace na kryterium Pareto optymalnosci)
— Bressan, Shen (2004):

(u]I.D(X7 P1, P2, 5)7 UE(X, P1, P2, 5)) = arg (max YS(X7 P1, P2, U1, U2)
Uy, uz
gdzie Y5 = sY1 + Y5 oraz s > 0 (problem: jednoznacznos$¢ wyboru!)
Strategie semi - kooperatywne: uf(x, p1,p2) = uf (x, p1, P2, 5(x, p1, p2)),

dla pewnej funkgji s(x, p1, p2).
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Gtéwny wynik

Twierdzenie

Q s = s(x, p1, p2) — funkcja gtadka (racjonalnie uzasadniony wybor
sterowania Pareto - optymalnego przy ustalonych x, p1, p»),

@ gracze stosuja strategie semi - kooperatywne: (u3, u3),

© (p1,p2) nalezy do otwartego zbioru Q C R?™.
Jesli zachodza powyzsze warunki, to uktad (*) jest stabo hiperboliczny
na Q.

W sytuacji jednowymiarowej przestrzeni stanu (m = 1), uktad (*) jest scisle
hiperboliczny poza trzema krzywymi na ptaszczyznie (p1, p2).

v
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Hiperbolicznosé — istotnosc¢

Duopol — przestrzen stanu jest jednowymiarowa (m = 1).

Warunkiem niezbednym do uzyskania istnienia i jednoznacznosci
rozwigzania uktadu Hamiltona - Jacobiego jest jego scista hiperbolicznos¢.
Whiosek:

U podstaw jakichkolwiek préb rozwigzywania uzyskanych uktadéw
metodami numerycznymi musi leze¢ conajmniej Scista hiperolicznosé¢
rozwazanego uktadu.

Joanna Zwierzchowska (WMil) Strategie semi - kooperatywne 09.09.2015 12 / 19



-
Jednoznaczno$¢ strategii semi - kooperatywnych

U?(X7p17p2):U;D(X,p17p275(x,p1,p2))7 I:172
s(x, p1, p2) — dla ustalonego x, p1, p» wskazuje ,stopien kooperacji'.

1. racjonalnos¢ wyboru: YFP(s) > YN dla i=1,2.

2. jednoznaczno$¢ wyboru — warunek ,sprawiedliwy” (Bressan, Shen (2004)):

Yl(xaplaPQa u]I_D7 UQP) - Yl(XaplaPQa u],_V7 ué\/) =

= YZ(Xaplap27 u]l_37 Ug) - YZ(Xap17p27 u]I_V7 ué\l)
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-
Jednoznaczno$¢ strategii semi - kooperatywnych

U?(X,p]_,pg):LIIP(X,p]_,p27S(X,p1,p2))7 I:172
s(x, p1, p2) — dla ustalonego x, p1, p» wskazuje ,stopien kooperacji'.

1. racjonalnos¢ wyboru: YFP(s) > YN dla i=1,2.

2. jednoznaczno$¢ wyboru — warunek ,sprawiedliwy” (Bressan, Shen (2004)):

Yl(xvplaPQa u]I_D7 UQP) - Yl(XaplaPQa u],_V7 ué\/) =

= YZ(Xaplap27 u]l_37 Ug) - YZ(Xap17p27 u]I_V7 ué\l)

2. Para (YF, YF) jest rozwiazaniem Nasha problemu przetargowego
(Nash, 1950), gdy

(V1P - YlN)(Vzp - YzN) > (Ylp(s) - YlN)(Y2P(S) - YzN)
dla kazdego (Y{(s), Y (s)).
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llustracja

(17", v3Y)
YE(s) =Y = Y5 (s) - V5.
. _ P NY(yP N
warunek Nasha: s(x, p1, p2) = arg m>a(>)<{(Y1 ()= Y)Y (s)— Y')}
)
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.
Zastosowanie

Dynamika (model Lanchestera) i funkcjonaty zysku:

;
1
x =u(l - x) = wx, Ji=Xi(T)+/ <X;—2u,-2> dt,
0
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.
Zastosowanie

Dynamika (model Lanchestera) i funkcjonaty zysku:

.
1
x = (1= x) = ux, Ji:Xi(T)+/ <Xi_2Ui2> dt,
0

Funkcjonaty natychmiastowego zysku:
15

Yi(x, p1, p2, U1, u2) = pi(ur(1 — x) — wu2x) + x; — Suis =12

Strategie Pareto - optymalne:

1
up = (p1 + ;P2)(1 - X), us = —(sp1 + p2)x.

Korzystajac z kryterium Nasha szukana funkcja s to:

p2(1 —X)>§'

p1x

s(x, p1,p2) = <
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Dyskretny model Lanchestera — dotychczasowe
badania

x(t) = x(t —1) = kg (£)(1 — x(t — 1)) — koun(t)x(t — 1),

Réwnowaga Nasha w petli otwartej i w petli zamknietej -

© badabnie rynku Coca-Cola vs Pepsi-Cola:
e skonczony horyzint czasowy: Wang i Wu (2001);
e nieskoniczony horyzont czasowy: Chintagunta i Vilcassim (1992);
@ Wang i Wu (2001) - wykorzystanie do badania rynku papieroséw
(Marlboro vs Winston), piwa (Anheuser-Busch vs Miller).

Dopetnienie badan: rozwiagzanie problemu Coca-Cola vs Pepsi-Cola za
pomoca strategii semi - kooperatywnych.
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-
Wyniki dodatkowe

© Strategie semi - kooperatywne dla :
e gier bimacierzowych,
e 3-osobowych gier macierzowych — artykut pt. ,Smale type strategies
which provide a strong Nash equilibrium in repeated games for 3
players” (wystany do publikagji, lipiec 2015);
@ Geometryczna klasyfikacja gier bimacierzowych, bazujaca na
wtasnosciach topologicznych obracéw wypfat.
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